Matematikk 1 – tallære og geometri. Løsningsforslag til oppgave 4.4.41
4


Oppgave 4.4.41

Vi ser et mønster for summer av oddetall:

1 = 13
3 + 5 = 23
7 + 9 + 11 = 33
a)
13 + 15 + 17 + 19 = 64 = 4 ( 4 ( 4 = 43



Ja, summen av de fire neste oddetallene blir 43.

b)
21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 125 = 5 ( 5 ( 5 = 53

Mønsteret fortsetter for 53.

Ekstra utfordring (kun for spesielt interesserte):

Kan vi bevise at dette mønsteret vil fortsette i det uendelige?

1. likhet:
1 = 13
2. likhet:
3 + 5 = 23
3. likhet:
7 + 9 + 11 = 33
4. likhet:
13 + 15 + 17 + 19 = 43


5. likhet:
21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 53

…

Jeg er interessert i n-te likhet, men hvordan ser venstresiden der ut? Jeg vet at venstresiden skal ha n ledd, og at leddene øker jevnt med 2, men hva blir det første leddet?

Jeg er på jakt etter en regel som er slik at …

	… når jeg setter inn:
	… får jeg ut:      

(dvs. første ledd på venstre side)

	1
	1

	2
	3

	3
	7

	4
	13

	5
	21


Hva får jeg når jeg setter inn n? (dvs. hva blir regelen/formelen for første ledd?)

Nå vil jeg prøve å skrive ned hvordan jeg tenker, så dere får ta del i min problemløsings-prosess. (Jeg har gjort akkurat denne oppgaven for noen år siden, tror jeg, men jeg husker ikke hva det ble eller hva jeg gjorde.)

· Jeg begynner med å se på differansene i den andre kolonnen, og finner
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Her var jeg heldig og fant et klart mønster. Mønsteret kan jeg forklare logisk på følgende måte (mange synes denne delen er unødvendig for "vi ser jo hva det blir", men jeg tar den allikevel med):

Differansen mellom to etterfølgende oddetall er alltid 2. Den n-te summen skal inneholde n etterfølgende oddetall. Differansen fra første til siste oddetall i denne summen er da 

2 ( (n – 1). (Det er n – 1 "mellomrom" mellom de n tallene, og for hvert mellomrom legger jeg til 2. Da har jeg i alt lagt til 2 ( (n – 1) fra første til siste tall i summen.)

Hvis jeg kaller det første leddet for f(n)  (jeg vet fortsatt ikke hva f(n) er), får vi at det siste leddet i den n-te summen er f(n) + 2 ( (n – 1).

Oddetallssum nr. n + 1 skal begynne med den neste oddetallet, altså tallet som er 2 mer enn f(n) + 2 ( (n – 1)   (   f(n) + 2 ( n 

Dette er nettopp mønsteret jeg så ovenfor.

· Jeg prøver å finne strukturen i mønsteret jeg har sett og et uttrykk for det generelle tilfellet:

	n
	Første ledd

	1
	1

	2
	3 = 1 + 2 = 1 + 2 ( 1 = 1 + 2 ( T1

	3
	7 = 3 + 4 = 1 + 2 + 4 = 1 + 2 ( (1 + 2 ) = 1 + 2 ( T2

	4
	13 = 7 + 6 = 1 + 2 + 4 + 6 = 1 + 2 ( (1 + 2 + 3) = 1 + 2 ( T3

	5
	21 = 13 + 8 = 1 + 2 + 4 + 6 + 8 = 1 + 2 ( (1 + 2 + 3 + 4) = 1 + 2 ( T4


Det første leddet i den n-te likheten blir da:
1 + 2 ( Tn – 1 = 1 + (n - 1) ( n = n2 – n + 1

(dette er det jeg kalte for f(n) ovenfor, altså f(n) = n2 – n + 1)

Nå vet jeg første ledd, jeg vet at jeg skal ha n ledd til sammen, og jeg vet at når tallene står i stigende rekkefølge, er differansen fra ett tall til neste lik 2. Uttrykket mitt blir da:

(n2 – n + 1) + [(n2 – n + 1) + 2] + [(n2 – n + 1) + 4] + … + [(n2 – n + 1) + 2 ( (n – 1)]

= (n2 – n + 1) + [(n2 – n + 1) + 2(1] + [(n2 – n + 1) + 2(2] + … + [(n2 – n + 1) + 2 ( (n – 1)]

= n ( (n2 – n + 1) + 2 ( (1 + 2 + 3 + … + n – 1) = n ( (n2 – n + 1) + 2 ( Tn-1
= n3 – n2 + n + 2 ( 
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 = n3 – n2 + n + n2 – n = n3 
… hvilket var som vi mistenkte!

Oppgaven kan løses på flere måter. Her er en måte som ser ganske så annerledes ut, men legg merke til at vi endrer opp med samme resultat:

Jeg er nok en gang på jakt etter en regel som er slik at …

	… når jeg setter inn:
	… får jeg ut:      

(dvs. første ledd på venstre side)

	1
	1

	2
	3

	3
	7

	4
	13

	5
	21


· Jeg prøver først med en regel av typen a( n + b:

3 = 2 + 1, men 7 ( 3 + 1 
så regelen n + 1 går ikke!

Ved å se nærmere på tallene mistenker jeg at regelen ikke er av typen a( n + b. Her bruker jeg min erfaring (jeg syns tallene øker for mye).

· Når tallene øker så mye, begynner jeg å mistenke at jeg kanskje får en andregrads-funksjon (jeg kan ta helt feil – som ovenfor – men dette er en fase med prøving og feiling).

Jeg prøver først med å kvadrere de naturlige tallene, og sammenlikner disse med tallene i den høyre kolonnen ovenfor:

12 = 1
1

22 = 4
3

32 = 9
7

42 = 16
13

52 = 25
21

Nå begynner det å likne på noe. Jeg ser bl.a. at:

3 = 4 – 1

7 =  9 – 2

13 = 16 – 3

21 = 25 – 4

Her har jeg et klart mønster! 

Jeg prøver å få tak i strukturen i mønsteret:

	n
	Første ledd
	

	1
	1 = 12 – 0        
	(skriver denne opp til slutt for å vise at 1. rad også oppfyller mønsteret)

	2
	3 = 4 – 1 = 22 – 1
	

	3
	7 = 9 – 2 = 32 – 2 
	

	4
	13 = 16 – 3 = 42 – 3
	

	5
	21 = 25 – 4 = 52 – 4 
	

	…
	…
	

	n
	n2 – (n – 1) 
	(dette gjetter jeg på grunnlag av det jeg har funnet ut ovenfor)


Jeg gjetter altså at første ledd i n-te likhet blir lik n2 – (n – 1) = n2 – n + 1. 

Dette er det samme uttrykket som jeg fikk isted. Herfra blir resten av løsningen lik.

P.S. 

I denne løsningen antar jeg, uten å begrunne det generelt, at hypotesen min om første ledd er riktig – dvs. at første ledd er n2 – (n – 1). Er man veldig streng, så skulle jeg tatt med et generelt bevis for dette (ovenfor tok jeg det med; det var den delen jeg sa at mange syntes var unødvendig).
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