Fasit og løsningsforslag til Problemløsing m.m. i kompendiet.
1

Fasit og løsningsforslag til oppgaver i avsnittet Problemløsing m.m. i kompendiet. Oppgavene ble gitt som innleveringsoppgave ved høgskolen i Tromsø høsten 1994. 

Oppgave 1

a) 
Jeg gir kun fasit:


267åtte + 134åtte = 423åtte 

314åtte – 276åtte = 16åtte
374åtte ( 612åtte = 301730åtte 

b)
Jeg gir kun fasit:


152åtte : 15åtte = 10,11661166…åtte = 10,
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åtte

Forklaring på hvorfor svaret blir periodisk:  Ved divisjon er restene alltid mindre enn divisor. Siden de også er positive, har vi bare et endelig antall rester til rådighet (her: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 eller 7). Derfor må vi et stykke ut i divisjonsalgoritmen komme tilbake til en rest som vi har hatt før. Fra da av vil vi få en gjentagelse. Bare prøv.

c)
Målingsdivisjon: 
Divisor angir hvor mange det skal være i hver delmengde. Det 



ukjente er antall delmengder.


Delingsdivisjon: 
Divisor angir antall delmengder, svaret angir hvor mange det blir 



i hver delmengde.


(eksempler finner dere selv, husk at det bør være konkrete eksempler ikke 
"eksempler" av typen  4 \SYMBOL 215 \f "Symbol" x = 8  og  x \SYMBOL 215 \f "Symbol" 4 = 8 )

d)
1216 kan ved bruk av multibasemateriell konkretiseres v.h.a. 1 kloss (1000), 2 plater 
(100), 1 stav (10) og 6 enere. Dette skal deles på 11. 1 kloss kan ikke deles på 11. 
Derfor gjøres den om til 10 plater som slås sammen med de 2 platene vi hadde.



[image: image2.wmf]  og 
[image: image3.wmf] blir til 
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Når dette deles på 11 blir det 1 til hver og 1 til rest. 
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I algoritmen vår setter vi dette opp slik :
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Den ene resten gjøres om til 10 staver og slås sammen med den ene staven vi hadde fra før. Det blir 11 staver.


   
[image: image7.wmf]
Når disse deles på 11 blir det 1 til

hver og ingen til rest : 

De 6 enerne vi har kan ikke deles på 11, det blir 0 (enere) til hver og 6 til rest.
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e) 
"Alt" annet enn: "Gjør slik og slik, så får du rett svar" vil trekke i positiv retning her. 

Vi kan bruke konkreter. Forsøke å la ungene oppdage algoritmen, gjerne akseptere å bruke litt "uferdige" algoritmer først. Hvis multibasemateriell brukes, må det legges arbeid i å finne en grei og oversiktlig måte å skrive ned hva som skjer. Gjerne et skjema. 

Divisjonsalgoritmen innbyr til forståelse av divisjon som gjentatt subtraksjon. Når det gjelder oppstilling av divisjonsstykker, kan noen trinn på veien mot den endelige algoritmen f.eks. være:

Trinn 1:
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Vi ser at med en slik tangegang gjør det ingenting om vi bommer litt og kanskje gjetter på at det blir 19 på hver først. Det vil bare medføre at det blir 8 igjen å fordele ved neste forsøk.

Trinn 2:
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Trinn 3:    Den endelige algoritmen (som er målet vårt):
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Oppgave 2 Problemløsing

a) 
Det er flere måter å gjøre dette på.


Metode 1. 

Å sette et ekstra siffer x foran et tosifret tall, er det samme som å legge til 100x. Vi kan sette opp kravet 100x + n = 9n. Trekker vi fra n på begge sider og deler på 4 så får vi at 25x = 2n  som igjen gir 
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.  Vi ser at dersom n skal være et naturlig tall, så må telleren her være et partall. Det blir den kun dersom x er et partall. Vi prøver oss fram:


x = 2 gir n = 25,




x = 4 gir n = 50, 




x = 6 gir n = 75, 




x = 8 gir n = 100 som ikke er et tosifret tall og dermed ingen løsning.


Konklusjon: n kan være 25, 50 eller 75.


Metode 2.

Av oppgaven har vi at de to siste sifrene i 9n er de samme som i n. Da skulle det være greitt å finne ut at n må ende på 0 eller 5 (sett opp 9-gangen). Nå kan vi prøve oss frem med n = 10, 15, 20, 25, ...., 95 (dvs. gang med 9 og se om tallet slutter med n). Det tar litt tid, men til slutt vil du finne at n kan være 25, 50 eller 75.


Metode 3.

Merk at 9n skal være et tresifret tall. Oppgaven kan høyst ha én løsning slik at 9n er mellom 100 og 199, høyst én løsning mellom 200 og 299 osv. Begrunnelse:  sett at det finnes en n som er slik at 100 + n = 9n, la nå k være et helt tall ulik 0 slik at n + k \SYMBOL 206 \f "Symbol" {10, 11, 12, ..., 99} – dvs n + k er et tosifret tall. Siden den første likninga (100 + n = 9n) er sagt å være riktig, må vi ha at 100 + n + k ( 9(n + k) uansett hvilken k vi velger (for her har vi lagt til k (( 0) på den ene siden og 9k på den andre i forhold til den opprinnelige likninga). Det er kun k = 0 som tilfredsstiller likninga – altså kun én løsning, hvis noen, i området 100-199. Samme type begrunnelse gjelder for områdene 200-299, 300-399, osv. 


Nå er vi klare til å prøve oss frem.

Vi tar først for oss tilfellet at 9n er mellom 100 og 199. Da må n > 11 og n \SYMBOL 163 \f "Symbol" 22. (9 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 11 = 99 og 9 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 22 = 198)


n = 12 gir 112/9 > 12, så n må være større enn 12.


n = 13 gir 113/9 < 13, så n må være mindre enn 13.


Så vi har altså ingen (heltallige) løsninger med 9n mellom 100 og 199.

Anta nå at 9n er mellom 200 og 299. Da er n mellom 23 og 33. (9 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 23 = 207  og  9 \SYMBOL 215 \f "Symbol" 33 = 297)


n=23 gir 223/9 > 24 så n må være større enn 24.


n=25 gir 225/9 = 25 som er en løsning. 

Det kan ikke være andre løsninger med 9n mellom 200 og 299, jfr. kommentarene ovenfor.


Sånn kan vi fortsette til vi har funnet alle.

Hvilken metode er best? Metode 2 og metode 3 gir oss resultatet på omtrent samme tid. Så for dette problemet får vi si at de er like gode. Men prøv på et lignende problem. Anta n er 5-sifret og at du ved å sette et siffer foran n får 9 ganger n til svar.

En kombinasjon av begge metodene blir svært effektiv. (Personlig ville jeg nok likevel brukt metode 1, i alle fall hvis en er ute etter samtlige løsninger og ikke bare den første.)

b) 
Å sette et 1-tall foran et x-sifret tall blir det samme som å legge til 10x. Vi får da
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For at n skal være heltallig må x tilhøre mengden {3, 4, 5, ...}.


(n kan da være :  125, 1250, 12500, ...  men det holder å gi formelen.)

Oppgave 3
Antall kvadrater av ulik størrelse i et 5(5 - kvadrat:

For det første er det 25 små kvadrat (størrelse 1(1).

Hvor mange 2(2 - kvadrater er det?  På figuren er ett slikt kvadrat markert, de andre er bare  merket med en prikk i øvre venstre hjørne :

	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	Vi innser at det går 4 bortover mot venstre og 4 oppover, altså 16 tilsammen.

	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	

	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	

	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	
	Her ser vi at vi får plass til tre 3(3 kvadrat bortover mot venstre og tre kvadrat oppover, tilsammen 9 kvadrater.

	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	
	

	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	
	
	To 4(4 kvadrat bortover og to oppover, tilsammen 4 kvadrater.

	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	\SYMBOL 183 \f "Symbol"
	
	
	
	
	
	Kun ett 5(5 kvadrat

	 
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


5(5 kvadratet inneholder altså  1 + 4 + 9 + 16 + 25 = 55  kvadrater av ulike størrelser. 

Av figurene ovenfor ser vi at kvadrattallene trer klart fram, summen kan skrives som 
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Generelt for n(n kvadrat er antall kvadrater gitt ved :     
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Figurene ovenfor gir god nok begrunnelse for dette resultatet. 

Summen ovenfor kan vises å være lik   
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  (men det hadde jeg ikke forventet at dere skulle klare)

Oppgave 4
a)
Finner heltallsløsning til likningen 4x + 3y = 5. Ser at f.eks. x = 2 og y = -1 er en løsning. Hvordan overføre det til praksis? Vel, vi koker opp vannet slik at det er klart til at egget kan legges nedi. Så snur vi begge timeglassene. Når 3-minuttersglasset er ferdig, er det ett minutt igjen på 4-minuttersglasset. Vi legger egget oppi vannet. Når 4-minuttersglasset er ferdig, snur vi det med en gang. Når det er ferdig for andre gang, er egget klart (1 minutt + 4 minutter = 5 minutter).

b)
Finner heltallsløsning til likninga 29x + 13y = 5. Løser med hensyn på y :


13y = -29x + 5    | : 13


y = 
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Prøver systematisk med ulike x for å se om jeg finner en heltallig løsning. (i.h. står for "ikke heltall")

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	-29x + 5
	-24
	-53
	-82
	-111
	-140
	-169

	y
	i.h.
	i.h.
	i.h.
	i.h.
	i.h.
	-13


Fant løsningen x = 6 og y = -13. Positivt tall tolker jeg som fylling av bøtta, negativt tall som tømming. Hvis jeg fyller 29 liters bøtta 6 ganger og fyller over i og tømmer 13 liters bøtta 13 ganger, vil jeg stå igjen med 5 liter.

Rent praktisk vil jeg gjøre det slik:

1.
Fyller 29-liters bøtta

2.
Fyller 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta.

3.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er fortsatt 16 liter vann i 29-liters bøtta.

4.
Fyller 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta.

5.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er fortsatt 3 liter vann i 29-liters bøtta.

6.
Tømmer de siste 3 litrene fra 29-liters bøtta over i 13-liters bøtta.

7.
Fyller 29-liters bøtta.

8.
Fyller opp 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta. (Husk at det var 3 liter der fra før.) 

9.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er nå 19 liter vann igjen i 29-liters bøtta.

10.
Fyller 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta.

11.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er fortsatt 6 liter vann i 29-liters bøtta.

12.
Tømmer de siste 6 litrene fra 29-liters bøtta over i 13-liters bøtta.

13.
Fyller 29-liters bøtta.

14.
Fyller opp 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta. (Husk at det var 6 liter der fra før.) 

15.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er nå 22 liter vann igjen i 29-liters bøtta.

16.
Fyller 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta.

17.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er fortsatt 9 liter vann i 29-liters bøtta.

18.
Tømmer de siste 9 litrene fra 29-liters bøtta over i 13-liters bøtta.

19.
Fyller 29-liters bøtta.

20.
Fyller opp 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta. (Husk at det var 9 liter der fra før.) 

21.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er nå 25 liter vann igjen i 29-liters bøtta.

22.
Fyller 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta.

23.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er fortsatt 12 liter vann i 29-liters bøtta.

24.
Tømmer de siste 12 litrene fra 29-liters bøtta over i 13-liters bøtta.

25.
Fyller 29-liters bøtta.

26.
Fyller opp 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta. (Husk at det var 12 liter der fra før.) 

27.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er nå 28 liter vann igjen i 29-liters bøtta.

28.
Fyller 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta.

29.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er fortsatt 15 liter vann i 29-liters bøtta.

30.
Fyller 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta.

31.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er fortsatt 2 liter vann i 29-liters bøtta.

32.
Tømmer de siste 2 litrene fra 29-liters bøtta over i 13-liters bøtta.

33.
Fyller 29-liters bøtta.

34.
Fyller opp 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta. (Husk at det var 2 liter der fra før.) 

35.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er nå 18 liter vann igjen i 29-liters bøtta.

36.
Fyller 13-liters bøtta med vann fra 29-liters bøtta.

37.
Tømmer 13-liters bøtta. Det er nå 5 liter vann i 29-liters bøtta. Hurra!
Dette ble litt mye skriving (for å si det mildt). Du kan skrive det kortere (men den korteste løsningen vil – i praksis – være helt identisk med det jeg har skrevet ovenfor). Du trenger bare ikke skrive det ned så omstendelig.

Det er også en rimelig kort løsning som går ut på å fylle 13-liters bøtta 16 ganger og bruke vannet derfra til å fylle og tømme 29-liters bøtta 7 ganger ( 13 ( 16 + 29 ( (-7) = 5). Rent praktisk er vel denne faktisk enklere, for den innebærer færre tunge løft med den store bøtta.


Email:
Kjersti.Melhus@lu.his.no



Hjemmeside:
http://www1.his.no/vit/lu/melhus/
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